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�����������	� ���������� �	�
��� ������� ��� ���������� ���

���	��� 6���6��������� ������" ����� 	������7��� 	 �������
�� �$������ 6���6�����. ������. 6������. ��6��. $����#�� � 	
6�#�������� �����&���� 8)9� :�� ���	��� 	 ��6����� ����
6� 6�#�� $��� ��;�� �����< �����	������. ������ 6�#�� $���
������� ����� ��;��� � 	!�. ������� 	���&�7��� ����� �	�
�� � ��#�� 	������6�� 6���6��������� �����;���� ����� 	���
#�� ���������� ���$�#��� � ����	����	�7=�6 ������6 6�����6.
�$�����7 �����	�� ������� �	������ ���$��&��� ����� ������
��������� 6����� �. �����	������. ����#� ��;��� 819�

>$��� ��� ����6� ���� �����������6�" ��;���6� ����
���� ���	��� 6���6��������� ������ ���6�7��� ��;���
8)9. ������� �������	��7���< �" ����� ?��6������ ������@ $" ���
��� ��;��� ������ ���	��� � �����6� �����	���6� ���
������ ���#������ ���	���@ 	" 	 	��� �	�������@ #" ��;���
�6� �$���	��� �������������� ���	��� �>� "� A ����
#�� ������. � ���$��&��6 �����������6 ��;���6 � 	!�
������ ��������6���� ��;���. �������	���6��< �" ����6� �� ���
��	����	�7=�6 �����6�6 ������ �������6���	��6. ��$��	��
�6 � ���"@ $" �� �����6� �������6� � ����6� ��� ���$��&��
�6� ��?��������6�@ 	" ����������6� �����#� ����� �����	 	
���������� ���������� ����� 6����� �������	������� ���$���
&���" � ���

/�#�� ���	��� ��	��6��� 6���6��������� ������ �. 	
��6 �����. #����6������. 	���� ���6��� � ��� �������� � 6��
&���	� ?	��7����� �����6 � �����6�����6� ���������6��
A���� �� 6�&� ��6����� ���	��� B��$��#�CD���� ���� ����
����� ������#� #�����". E7�#����. F����	�#�C�� '���� ������
��������. 6���������	���. 	��;�� �������	". ����$��� ����
���� ����� 	 ���$��6� '��6�C�����C ��6�. F���6���CA�	��
;����#�. '�;���. E��������. 6����� 	���. /���	����CE����.
F����CB�����. ��#���������	��� ����	���	��. D�6�. ����
B�6������CG��$�. H�����. ����6���#� ����	���	�#� �������
�#� 	���6������	��. ������������� �	��� 	 #���. A	����CH�?�
$��#�. F��6�#���	�C�����	���#�C������	� � ���

��� ?��6 ��� ���$��&��#� �����������#� ��������� ���
;��� ����� ���	��� 	 ��#������� �$������ ���$�7��� ���
����6���	��� �����6� ������. 	�����	��. ��������� $����
�� �$�	�7=�� ��� ����6���� ��#�6��� � $����������. � 	��

5)
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	�����. ��6����� ���������� �������� �6�&��� � ������
������	���� 
� ���$��6� 	 ��6. ��� ����� ����;� ��	����� ���
��	�� �������	�7�� 
����6��. �����	��� ������������ �����6�
������6���	��� � 	��� �����	������� ��� ������ :�6��
�� 8*9 �$������ ���	�6 �	����	�6 � � �6��� 	����#�� 0�6���6. ���
;����� �����6����6�� � ���������6�� 	 �������� 	��6� 	��	���
�� 839 ��� ����6����	��6�� �$����� �	������ � ��6 &� ������6
:�6��� ��� ����	����	�7=�6 �����6 ����$����	��� ��#�6���
�� ���� �� �6 C ?�� ��� �� ���6 ����	 '����". � �����	������.
��� �� ���6����. ��� � ���	��. ��� ���$��&��� �	������	 �
����� �� ��� ��$����6���� � ������. ���	���� � ���" ������
	����� ?��� ������ ���$����� ������������ ���������&���
	 ����������� ���� �� �6 &� 8-9. ��� � ����;��� ����	��
��$��� � �6��

�������6 ��6����	�6 ������. �$����7=�� ������6� 	��
;� �	����	�6�. �	������ 6�����	����� �����6� ������ H������
	� 859. ������� � ������������ �&� ��� ��������6���� ��;���
� 	!�� I��������	�� ����� &� ������ 	������7=���� 	 ����
�� ���������� ��6����	� ������ H�##��� � E���� 6�&� ����
	 ��$���� 8J9 � 8,. )+9�

�� 	�
��� ������� ���
���

K ������	� $������ 	 ��6��� ���#� �������	��� $���6 ���
������	��� ������. ������&��� 	 ��$��� 859� A����;��� ���
������ H�����	� 	�#����� �����7=�6 �$����6<

Sn(x) =

√
2

π

n+1∑
k=1

x2k−1 (−1)n+k C2k−1
2n+1

(x2 + 1)n+1
,

Cn(x) =

√
2

π

n+1∑
k=1

x2k−2 (−1)n+k+1 C2k−2
2n+1

(x2 + 1)n+1
,

n � 0. �)"

�������� �	����	� ?��� ������. 6�&� ��6�����. ��� ����
�6����	��6�� �����6� ������� �� �	�� ����������	����������. �$�
����	��� �� ������ {Sn(x)} � ����� {Cn(x)} ������ � 	��
��=�� ��$� � $���������� ��� 1/x � 1/x2 ����	����	��� E��
��� ��#�. ?�� �����6� �	������ ������6���	��� � ����� 	 ����
������	� L2(−∞,+∞) 859. � �� ��6������� ���������� ��������
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��� ������� ��� ���������� ���

�6�&��� � �����������	��� ������� �� �����7=�� �����;��
��<

S̃′
n =

1

2

[
n C̃n−1 − (2n+ 1) C̃n + (n+ 1) C̃n+1

]
,

C̃′
n = −1

2

[
n S̃n−1 − (2n+ 1) S̃n + (n+ 1) S̃n+1

]
,

x S̃′
n =

1

2

[
n S̃n−1 − S̃n − (n+ 1) S̃n+1

]
,

x C̃′
n =

1

2

[
n C̃n−1 − C̃n − (n+ 1) C̃n+1

]
,

S̃n S̃k =
1

4

[
C̃n+k+1 − C̃n+k + C̃n−k − C̃n−k−1

]
,

C̃n C̃k =
1

4

[−C̃n+k+1 + C̃n+k + C̃n−k − C̃n−k−1

]
, �1"

S̃n C̃k =
1

4

[−S̃n+k+1 + S̃n+k + S̃n−k − S̃n−k−1

]
,

S̃2
n =

1

4

[
C̃2n+1 − C̃2n + 2 C̃0

]
,

C̃2
n =

1

4

[−C̃2n+1 + C̃2n + 2 C̃0

]
,

S̃−n = S̃n−1, C̃−n = −C̃n−1,

Sn ≡
√

2

π
S̃n, Cn ≡

√
2

π
C̃n.


���	�6. 	�� ������ �)" L�����������6L ��� ����#�� � �����
�������6� �����6�6�"� 
� ���6���� �����;��� �)". �1" 6��
&�� 	�������� ����� &� ��������. ��� � ��������	��� ���������
���� ������ :�6��� 8))9. �������. ��� � ����6����	��6��. �����
��6���� � 	��� �����	������� ���� I �6��. �� ������ ��6�
$�����. ������=�� �� ���������� �$���;�#� ����� ���#��6��
�� ����6��6� ��?��������6�". ��������� ����;� ���$��&��
�� ��������6�7 �������������� �	���� �6����. ���������7 	��
=���	� � ����". ���� L���6�L ?��� �������������� � ��������	��
�� ��=���	��� ��6���� �� ������ �������	���� K �����	�6
������ ������	� ��������6���� $����� �������
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��� ������ ������ :�6��� �����6��. 	 ������ � ���$��&��
�6 	�������� �������� 	��������� 8)19" $�� ���� 	���� 	
��������	��� L����������	���L ������. �6�7=�� ��#�6��
	��� x = [y − a(t)]/s(t) �� ����	����	�7=�6 ����&���6 	 6�#��
6���6 ������". #�� a(t) � s(t) C ������. �����&�	�7=�� ��	�# �
��6���� ���6� � 	�$����6�� �� ��������$� ���$��&��� ���
���6��. �������6�� 	 �������� ����������� �������	. �����6
��� �������� 	��������� ������ a(t) � s(t) C 6���6���������
�&����� � ������� ������������"�

���� ������ �$�������� � ������6 H�����	� � �� �	����	�6.
�� �� ��	���	 �1" ��#�� ������� 	�	��. ��� ������ ��������	���
L����������	��#�L 	������ 	��6�&� � �����. �����6. �����
6��. ��� ������� �	�&��� 	�� 	 ������	� a(t) 6�&� 	�$�����
�� ����	�7 ��� #�����	�7 ���������

����������� 	�;� �	����	�. � ���&� ������������ ��6��
���� ������	�7� ���#������ �����6� ������ �)". �1" ��� 	��
������� ���$��&��� ������������ ��;��� ���	��� ����
� 	!��

�� ���� 
��� �

��������

%���6����6 �����6� � 	!� �����7=�#� 	���

∂u(x, t)

∂t
= f

(
u(x, t),u′

x(x, t),u
′′
xx(x, t), ..., t

)
�4"

� ������6 ����	��6

u(x, t0) = u0(x), �*"

#�� t > t0 C 	��6�@ x = (x1, x2, ..., xn) C 	�����C������ ��������
��	��� ����6���@ u(x, t) = {u1(x, t), u2(x, t), ..., um(x, t)}� C
	�����C����$�� ��������@ f = {f1, f2, ..., fm}� C 	�����C����$��
������� ������ � ���������6� 	 ���6� 6�#�����	 ��6�
���� 	������ u � �� �����	���� �� ���������	��6 �������
���6 � ��	���=�6� �� t ��?��������6�@ � C ��6	�� ��������
��	����

��������#��. ��� ��;��� �����6� ���	��� �4" ���#�����6�
� �	������6 �� ���������	��6 ����6��6. $���6 ������ ?��

5*



�����������	� ���������� �	�
��� ������� ��� ���������� ���

��;��� 	 	��� �����&���

û(x, t)=

+∞∑
α1=0

+∞∑
α2=0

...

+∞∑
αn=0

uα1α2...αn(t)ϕα1 (x1)ϕα2(x2) ... ϕαn(xn)=

=

+∞∑
α=0

uα(t)ϕα(x), �3"

#�� α = {α1, α1, , ..., αn} C 6��������� �αi � 0"@

ϕk(x) =

{
S̃�(x), k = 2 �,

C̃�(x), k = 2 �+ 1.
�-"

A����� �����6� �$���	��� �������������� ���	���
�>� " ��� ��?��������	 �����&��� uα(t) 6�&�� $��� �������
� ���	� 6����� '�?��CB������� 8)49 �����7=�6 �$����6<

duα(t)

dt
=

+∞∫
−∞

(n)

+∞∫
−∞

f
(
u(x, t),u′

x(x, t),u
′′
xx(x, t), ..., t

)
ϕα(x) dx. �5"

��� ?��6 ������� ����	�� ��� ������ uα(t) $���� �����������
�� ����	��6�

uα(t0) =

+∞∫
−∞

(n)

+∞∫
−∞

u0(x)ϕα(x) dx. �J"


� ?���� ������������ ���������� ���� ���6� ��$����6�
�#��������� ������ �����7 �����6� �5" � �����;��� �J". ����
��������6���� ��;��� $���� �������	��� 	 	���

ũ(x, t) =

M∑
α=0

ũα(t)ϕα(x), �,"

#�� M = {M1,M1, , ...,Mn} C 6����������

����&� �����	���. ��� 	 �$=�6 � ��&� 	 �#��6�6 $���;��

��	� ������ ������	 �������� ���	��� ��� uα(t) 	 �	�6 	���
� �������	������ 	��6�&�6< �� ���6�� ��������� ��������
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	������	�� ���&���� � #��6�������� ���6�&������ 	�������.
��� � ���	����� 	������� ��6����� 	�� ��$����6�� ��� ����
���� �������	 ���	�� ������ �����6� >� ���������� ��?��
�������	 �����&���� :�� ���	���� � ��$����6���� ��6��7����
�� �	��6�������� #������	��� ����� ���	��� ���������7 �
��6��7���� ��6	����� �������	���� ���	�� ������ ?��� ���	�
��� ��� �7$�6 ����6�6M" � ���	� ���6���� ��	��6���
�����6 ������������ 	�������� 8)*9�

�� �������� ���� ���

F�6��7����� ���������� ��#����6� ���=���	������ 	 �����
������ ����������� 8)39� :�� �$M������� ���������6� ����6��
=���	�6�. ������6� �� ���	��7 � ��������6� �$������ ?���
����� 	 ���� ��#������� ����� �������	�� ������	������ ���
�� 	 ��6. ��� ��������	��� ����� �������	�� ��� ��;��� ���
���	���� ������ ���$�� ?������	� � ����� ����� ���#��6�
6���	��� � �#���� � �$=�6���6��������� �������� 
����6��.
�����;��� ��� S′

n(x) � Sn(x)Sk(x) �1" � 	����6 ����� ������
����������� 6�#�� $��� ������� ���<

�����������	
 �������
 ��� �� �� ����
 � � 	� �

�� � � 	� ����
 �� � �� � 	� ����
 � � 	�����

���������
 ���
 ���
 ���� �� �����
 � � � � 	� �

����
 � � �� � ����
 � � �� � ����
 � � � � 	�����

#�� Sn(x) � Cn(x) �$������ ��� ������� � ������� ����	����	��
��

��� ��;��� ��$���� ���6���	 ��6� ������ *" ��������	��
���� �����7=�� ���6�<

)◦� '��6���	��� �������	�� ������	������
1◦� B������	��� �����#� ��������	� $������ �������
4◦� K�������� ��?��������	 �����&��� ������ u0α(x) ��

$�����6 ������6�

*◦� ��������� >� ��� ������ ũα(t) � ��6�=�7 �������	�
�� ������� ���� �," 	 ����	����	�7=�7 �����6� � 	!� 	6����
	������ u(x, t). ���	����� ����$�� � �����	�	��� ��?������
���	 	 ��	�� � ���	�� ������ �������#� ��	���	� ��� �����
��	�� $������ ��������

3◦� '��6���	��� ������� ����	���

5-



�����������	� ���������� �	�
��� ������� ��� ���������� ���

-◦� !������ ���#����	��� ��������� >� � �����6 �#��
�����	��� ������� ����	���

5◦� K����������� ����������	 �������	�

!� "�����#


���6 � ������������ ������ 6���6��������� ������. ���$�
�� ��� ��6�������� ���������6�� 6������� � ��#����6�<

∂2u(x, t)

∂t2
=

∂2u(x, t)

∂t2
, �)+"

u(x, 0) ≡ u0(x) =

{ |1− x|, |x| � 1,
0, ����,

∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0. �))"

���$��&��� ������������ ��;��� ������ �)+". �))" 	�����
������ ��� M = 82 �	 ������	� $������ ��������	����� ������
Sk(x) � Ck(x) ��� k N +. ). ���. *+"� �#� ��6���� �� 	��6��6
���$��&�� � ���� )�

F�� ��	����. ����� ��;��� ������ �)+". �))" ������ �����6
������6 ���6��� ����6$��� 8)-9<

u(x, t) =
1

2

[
u0(x− a t) + u0(x+ a t)

]
. �)1"

��� ?��6 �������� ���$��&��� ������������ ��;��� ����
=���	�� ���������� �� ����#� �)1"�

%���6����6 �$�$=��� ������� �������������� ���	�
��� F���6���CA�	�;����#� 8)59� A�������� ���	��� ����#�
���� �����	��� �������� ������� &������� �� ������ �������
���. #����� � ���6����������� ��	����� 	 ����� ����� &�����
��� � ��� ���$��&��� ������������ ��;��� �M N 3+" 	�������
���� ��� �����7=�� ���6� ���	��� F���6���CA�	�;����#�<
8)59<

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ 0,45

∂2u

∂2x
+ 6

∂3u

∂x3
+ 0,5

∂4u

∂x4
= 0, �)4"

#�� u = u(x, t). � ������6 ����	��6

u(x, 0) ≡ u0(x) =
2 x

48 x2 + 3
. �)*"

��	����� ?��#� ��;��� ���$��&�� � ���� 1�
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�������� ���6�� C ���6���� �����6� ����������� ������
#���	. �����	��6�� �����6�� ���	��� F����6�� 8)J9<

∂u

∂t
+

∂u

∂x
= α

(
v2 − u2

)
,

∂v

∂t
− ∂v

∂x
= −α

(
v2 − u2

)
, �)3"

#�� u = u(x, t). v = v(x, t). α = const �|α| < 1". � ������6�
����	��6�

u(x, 0) ≡ u0(x) =

√
2

π

−5 x+ 10 x3 − x5

4 (1 + x2)3
, �)-"

v(x, 0) ≡ v0(x) =

√
2

π

1− 10 x2 + 5 x4

4 (1 + x2)3
. �)5"

A����6� F����6�� �	������ ���� �� 6������� �����6 ����
�������� ������ #���	. ������=�� �� ������6�� 6������. �6�7�
=�� ������ ����� ���������. 	 �$=�6 ������ �����	��6�� ����
�����6 ����������6 ���	���6 E����6�� 8),9� K ?��6 ������
���6���� #�� ������� �� �	�� ����	 ������. �6�7=�� ��	�� ��
6����7 � �����	�����&� ����	���� ��������� ��������6��
�����6� �	������ �	��������� �����6�� #����$��������� ���	�
����

%��������� �������	 ��� M N -+ �	��#� $��� �������� 1**
>� " � α N +.+3 ��6�������7��� � ���� 4. #�� ������� u(x, t)
���$��&�� ������	�6� ����6�. v(x, t) C ;�����	�6��

$��%&����

!������ ���#����	��� �#������	��� �����6 >� ����
=���	������ ��������6� ������	�6� ������ ����������� �����
��� 	
����" $�� ������������ ��������� 
� ��$����6� ��6��
����. ��� ��6���� � ���=���	�6���� ��;��� ����$�� �����
	 ��6��� �����6� ����������� 	 ����6 �$M�6�. ��������� �����6
������������ 	�������� 6�&�� ���	����� � ��=���	��6� �	��
�����7 ������ 	��6�� O� � ������� �������. � �����	������
�. �����$����� #������	��� ���#��66. �������7=�� ��������
�� ���	�� ����� >� . ��� 	�������� 	 ����� ��������� ����
��	 ������#� ���#��66���	��� ��. �������. �����"�

J+
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 ����� ����
 ����� ���� /����� ��;���
������� ���	��� 6���6��������� ������ � 6������� /�<
'�0/IPD�P. 1++3� 13- ��

1�����������  � QRSTUVWXY SZ[TY\ ]ZU [V^TUT_`VXY aUZbYTS\� cVYX_.
dTV[TYbTUe< faUV_eTU�gTUYXe. 1+)*� hih. -3- a�

4�!�"��#�� $���/����� ������� 6���6��������� ������<
 ��$�� ����$��� /�< /�'�. 1++J� 431 ��

*�%��&�� ��!� F����������� ����#������ 6�#������ /�<

����. ),5-� 41J ��

3�	�'�#� �� ������ ������ �� 	��	����6� �&�	��< %H�. 1++)�
*-* ��

-�(������ ����
 ����)*�� ��+� �������	��� ������� ����
����������� �����6 � ���6����6 ����� '>%/IF 22 ���$��6�
6������ ����	���6�#� �	�&���� 
������� ���6������� ���
���6�� ���6�. ),J*� A� )+3C)))�

5�,-��.��/ ,�0� j WZSaYT`T ZU`kZeZ_XY \l\`TS Z] ]R_W`VZ_\ V_
L2(−∞,∞) \aXWT 22 fijc mZRU_XY Z] jaaYVT[ cX`kTSX`VW\� ),J1�
gZY� *1. ( -� n� )445C)4**�

J�1�22��. 3�4� oZSaYT`T_T\\ X_[ bX\V\ aUZaTU`VT\ Z] \T`\ Z] \aTWVXY
]R_W`VZ_\� oXSbUV[eT< oXSbUV[eT p_VqTU\V`l nUT\\. ),55� h. )4* a�

,�5�67 3�8� faTW`UXY ST`kZ[\ R\V_e UX`VZ_XY bX\V\ ]R_W`VZ_\ Z_ X_
V_r_V`T V_`TUqXY 22 mZRU_XY Z] oZSaR`X`VZ_XY nkl\VW\� ),J5� gZY� -,.
( )� n� ))1C)*1�

)+�5�67 3�8� skT ZU`kZeZ_XY UX`VZ_XY ]R_W`VZ_\ Z] dVeeV_\ X_[
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Z] jaaUZtVSX`VZ_ skTZUl� ),,+� gZY� -). ( )� n� ,JC)+3�

))�!�9:��; %�
 <&��=��> ?� P����� ����#������ ����	�
/�< '��6��#��. ),3J� 3+5 ��

)1�@�=�)���)*� ���� A������������� ����� 6�#�6���� ���
���6 ��� ��������	��� �����6�	 :�6��� 6�#�� ����6��� 22
I	��6����� � ����6������� ),-,� ( 5� A� 4-C3)�

)4�A���) ��BA� >���6����� ����	���� �����6�6�. ������
	��6�6� ���	���6� � �����6� �����	���6�� /�< /��. ),51�
*)* ��
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)*�����)*�� ��+� A����6� ������������ 	��������� >$=��
�	�����. ��������� � �����&��� 8:�������� ������9< ���$� ���
��$�� 2 ���� �������	@ ���6� #��� ��� ������� ���� ���6�. 1+)4�
--+ W�

)3�C��2��� D�cX`kTSX`VWX oZZubZZu� fTbX\`ZaZY. oXYV]�< vwxTVY�
Yl. 1+)+� hhig. J++ a�
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